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Дәрiстiң мақсаты – Бiр айнымалыдан тәуелдi функцияның туындысын табу және оның геометриялық-

физикалық мағынасын бiлу

Негiзгi сұрақтар:

1. Туынды ұғымы.

2. Туындының физикалық мағынасы

3. Туындының геометриялық мағынасы

1 Туынды ұғымы

Туынды ұғымына келтiретiн есептердi қарастырайық.

1.1 Жылдамдық туралы есеп

Материалдық нүкте түзу сызық бойымен қозғалыста болсын және t уақытта S = S(t) жолды жүрiп

өтсiн. t уақыттан бастап t+∆t уақытқа дейiнгi жүрiп өткен жолы S(t+∆t)− S(t) = ∆S болады.

Онда осы уақыттағы орташа жылдамдық

vорт =
S(t+∆t)− S(t)

∆t
=

∆S

∆t
.

t мезгiлiндегi лездiк жылдамдық деп орташа жылдамдықтың ∆t → 0 ұмтылғандағы шегiн айтады:

v(t) = lim
∆t→0

vорт = lim
∆t→0

∆S

∆t
= lim

∆t→0

S(t+∆t)− S(t)

∆t
. (1.1)

Мысалы, егер материалдық нүкте S = gt2

2 (еркiн түсу заңымен) қозғалса, онда орташа жылдамдық

мынаған тең:

vорт =
S(t+∆t)− S(t)

∆t
=

g(t+∆t)2/2− gt2/2

∆t
= gt+

g

2
∆t.
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Ал лездiк жылдамдық:

v(t) = lim
∆t→0

(
gt+

g

2
∆t

)
= gt.

1.2 Жанама туралы есеп

y = f(x) функциясы x0 нүктесiнiң Uδ(x0) аймағында анықталсын және x = x0 нүктесiнде үзiлiссiз

болсын. y = f(x) функция графигiне M0(x0, y0) нүктесiндегi жанаманы қарастырайық.

x0 аргументiне ∆x өсiмшесiн (0 < ∆x < δ) беремiз. M0(x0, f(x0)) пен M1(x0+∆x, y0+∆y) нүктелерiнен

өтетiн түзу теңдеуi:

y − y0 =
∆y

∆x
(x− x0), (1.1)

мұндағы ∆y = f(x0 +∆x)− f(x0), ∆y
∆x = tanφ.

∆x → 0, онда ∆y → 0, себебi f(x) үзiлiссiз және

M0M1 =
√

(∆x)2 + (∆y)2 → 0.

y = f(x) функция графигiнiң M0 нүктесiндегi жанамасы деп қиюшының шектiк орналасуын айтады.

Егер ∆x → 0 болса, онда φ бұрышы α ұмтылады:

lim
∆x→0

∆y

∆x
= k = tanα, (1.2)

шек бар болса, онда қиюшының шектiк орны бар. Сонымен, егер (4.1.4) шек бар болса, онда бұрыштық

коэффициентi k болатын M0 нүктесiнен өтетiн жанама бар.

1.3 Туындының анықтамасы

Жоғарыдағы екi есептiң шешуi функция өсiмшесi мен аргумент өсiмшесi арасындағы қатынастың ше-

гiн есептеуге алып келдi. Бұл математикалық талдаудың негiзгi ұғымдарының бiрi – туынды ұғымына

алып келедi.

y = f(x) функциясы (a, b) интервалында анықталсын. Осы аралықтан x нүктесiн алып, оған ∆x өсiм-

шесiн x + ∆x ∈ (a, b) жататындай етiп беремiз. Сонда ∆y = f(x + ∆x) − f(x), ендi мына қатынасты

түземiз:
f(x+∆x)− f(x)

∆x
=

∆y

∆x
.
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Анықтама 1.1. Егер аргумент өсiмшесi ∆x → 0 болғанда функция өсiмшесiнiң аргумент өсiмшесiне

қатынасының шектi шегi бар болса, онда оны y = f(x) функциясының x нүктесiндегi туындысы деп

атайды.

Туындыны мына белгiлердiң бiреуiмен белгiлейдi:

f ′(x) немесе y′(x) (Лагранж),
df(x)

dx
немесе

dy

dx
(Лейбниц).

f ′(x) = lim
∆x→0

f(x+∆x)− f(x)

∆x
= lim

∆x→0

∆y

∆x
= y′(x).

1.4 Жанамалар мен нормальдер

Жоғарыдағы есептерге оралайық. Формуладан лездiк жылдамдық жолдан уақыт бойынша алынған

туындысына тең:

v(t) = S′(t) =
dS

dt
.

Екiншi жанама туралы есептiң формуласы бойынша туынды жанаманың бұрыштық коэффициентi

болады:

k = tanα = lim
∆x→0

∆y

∆x
= f ′(x0).

Туындыны анықтауды, функцияны дифференциалдау, ал туындысы бар функцияны дифференциал-

данатын функция деп атайды.

y = f(x) функциясына M0 нүктесiнде жүргiзiлген жанама теңдеуi:

y − y0 = f ′(x0)(x− x0), (1.1)

ал осы нүктеде жүргiзiлген нормаль теңдеуi:

y − y0 = − 1

f ′(x0)
(x− x0). (1.2)

Егер бұрыштық коэффициентi k = tanα = ∞ болса, онда жанаманың теңдеуi x = x0 болады.



1 Туынды ұғымы 4

1.5 Оң және сол жақ туындылар

Анықтама 1.2 (4.1.2). y = f(x) функциясының x0 нүктесiнде оң және сол жақ туындылары деп ∆y
∆x

қатынасының оң және сол жақ шектерiн атайды, оларды сәйкесiнше

lim
∆x→+0

∆y

∆x
= f ′

0(x0 + 0) және lim
∆x→−0

∆y

∆x
= f ′

0(x0 − 0)

белгiлейдi.

Егер f ′
0(x0) туындысы бар болса, онда f ′

0(x0 + 0), f ′
0(x0 − 0) туындылар да бар және

f ′
0(x0 + 0) = f ′

0(x0 − 0) = f ′
0(x0) (1.1)

теңдiк орындалады.

Керiсiнше, егер x0 нүктесiнде оң және сол жақ туындылары бар болса және

f ′
0(x0 + 0) = f ′

0(x0 − 0),

онда f ′
0(x0) туындысы да бар және (4.1.7) теңдiк орындалады.

1.6 Қарапайым функциялардың туындылары

1. y = C (C – константа). Аргументке ∆x өсiмшесiн берсек, ∆y = C − C = 0. Ендi ∆x → 0 шекке

өтсек:

lim
∆x→0

∆y

∆x
= 0.

Демек, C ′ = 0.

2. y = xn, n ∈ N. Онда

∆y = (x+∆x)n − xn = nxn−1∆x+
n(n− 1)

2
xn−2(∆x)2 + · · ·+ (∆x)n.

Екi жағын да ∆x-ке бөлiп, ∆x → 0 шекке өтемiз:

lim
∆x→0

∆y

∆x
= nxn−1.

Демек, (xn)′ = nxn−1.

3. y = sinx. Онда

∆y = sin(x+∆x)− sinx = 2 cos
x+∆x

2
sin

∆x

2
.
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lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0
cos

x+∆x

2

sin(∆x/2)

∆x/2
= cosx.

Демек, (sinx)′ = cosx.

4. y = cosx. Онда

∆y = cos(x+∆x)− cosx = −2 sin
x+∆x

2
sin

∆x

2
.

lim
∆x→0

∆y

∆x
= − sinx.

Демек, (cosx)′ = − sinx.

5. y = ax, 0 < a ̸= 1. Онда

∆y = ax+∆x − ax = ax(a∆x − 1).

lim
∆x→0

∆y

∆x
= ax lim

∆x→0

a∆x − 1

∆x
= ax ln a.

Дербес жағдайда y = ex, онда (ex)′ = ex.

6. y = loga x, 0 < a ̸= 1, x > 0. Аргументке ∆x өсiмшесiн берiп:

∆y = loga(x+∆x)− loga x = loga

(
1 +

∆x

x

)
.

lim
∆x→0

∆y

∆x
=

1

x ln a
.

Дербес жағдайда y = lnx, онда (lnx)′ = 1
x .

Дифференциалданатын функция мен үзiлiссiз функцияның арасындағы байланысты мына теорема

бередi.

Теорема 1.1 (1). Егер y = f(x) функциясының x0 нүктесiнде туындысы бар болса, онда функция

осы нүктеде үзiлiссiз.

Дәлелдеуi 1.1. Теорема шарты бойынша мына шек бар:

f ′(x0) = lim
∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
.

Шегi бар функцияны оның шегi мен қайсыбiр шексiз аз шаманың қосындысы түрiнде өрнектеуге

болады:
f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
= f ′(x0) + α(∆x),

мұндағы ∆x → 0 ұмтылғанда α(∆x) → 0.
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Немесе

f(x0 +∆x)− f(x0) = f ′(x0)∆x+ α(∆x)∆x,

осыдан

∆y = f ′(x0)∆x+ α(∆x)∆x.

Егер ∆x → 0, онда ∆y → 0, демек y = f(x) функциясы x0 нүктесiнде үзiлiссiз.

2 Қосымша ақпарат

Студент толық ақпаратты [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7], [8], [9], [10], [11], [12], [13], [14] жұмыстардан қарауға

болады.
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